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Resume. - Les proprietes de I'effet Kirkendall, dectuites des equations classiques de Darken, 
sont verifiees et developpees dans differents cas de figure it l'aide de programmes de calcul nume­
rique (*) (Fortran). 

Les calculs mettent en evidence une instabilite dans Ie deplacement du plan de Kirkendall, due 
it la discontinuite de la deformation it son voisinage. 

Cette instabilite explique les nombreux ennuis rencontres dans les experiences, et jusqu'ici attri­
bues it des phenomenes parasites: fragmentation des reperes, dispersion dans les deplacements. 
Un exemple de fragmentation est analyse quantitativement. 

Abstract. - The features of the Kirkendall effect, deduced from Darken's equations have 
been developped and verified for various cases with the aid of a Fortran, programmed computer. 

The calculation predicts an instability of the displacement of the Kirkendall plane caused by a 
discontinuity in the deformation in its neighborhood. 

This instability explains a number of problems encountered in Kirkendall type experiments, 
problems which had hitherto been attributed to non-intrinsic-effects : marker fragmentation and 
large scatter in the measurements of the displacements. An example of marker fragmentation is 
analysed quantitatively. 

Introduction. - L'effet Kirkendall est un pbeno­
mene facile a saisir d'une fa90n intuitive: deux ele­
ments A et B diffusant dans un reseau cristallin n'ont 
pas la meme vitesse moyenne. II en resulte au cours 
de l'homogeneisation une deformation de ce reseau 
puisque certaines regions voient disparaitre des atomes 
(effondrement de plans cristallins), tandis que d'autres 
en voient apparaltre (creation de plans cristallins). 

Malbeureusement les equations mises en jeu sont 
quasiment insolubles d'un point de vue analytique, 
meme avec les hypotheses simplificatrices extremes 
(geometrie unidirectionnelle et nombres de sites par 
unite de volume constant). 

Nous allons presenter deux programmes de calcul. 
Le premier a pour but de prevoir quantitativement 
l'importance du pbenomene dans un couple de diffu­
sion chimique, si I'on connait les coefficients «intrin­
seques)} D A et DB. Le second est un programme 
d'interpretation des donnees experimentales, qui per­
met d'acceder aux fonctions DA et DB lorsqu'on a 
mesure dans Ie couple Ie profil de concentration et la 
deformation induite par effet Kirkendall. 

(*) Vne liste des instructions Fortran est it la disposition du 
lecteur qui en fera la demande it : 

SMPuA. Bt 19 CEN/FAR, BP 6, 92260 Fontenay-aux-Roses. 

Nous allons tout d'abord rappeler brievement les 
equations qui regissent Ie pbenomene ; puis nous 
presenterons les programmes avec quelques exemples 
d'applications numeriques, en insistant sur les pro­
prietes jusqu'a present ignorees des experimentateurs. 

1. Rappeis. - 1.1 HYPOTHESES ET DEFINITIONS.-

1 . 1. 1 Concentrations. - So it un couple de diffusion 
AB/BA, dans lequel nous regardons evoluer Ia concen­
tration atomique NA definie comme Ie rapport 

N _ nA 
A - n 

ou nA est Ie nombre d'atomes A par unite de volume, 
n Ie nombre total de sites par unite de volume. 

Nous definirons de meme Ia concentration 

avec 

Deux hypotheses sont essentiel1es a la suite des 
calculs : 

lOn, nombre de sites par unite de volume, ne 
depend pas de la concentration. 
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20 nA + nB = n, c'est-a-dire que tous les sites cris­
tallins sont occupes. Ceci revient a negliger Ie nombre 
des sites vacants (lacunes) et Ie nombre des sites en 
exces (interstitiels). 

Cette approximation est justifiee dans un metal 
proche de l'etat d'equilibre. 

Cependant l'effet Kirkendall s'accompagne presque 
toujours de porosites dont il est difficile de tenir 
compte dans Ies calculs. 

1 . 1 .2 Flux evoir remarque en Annexe II). - En 
chaque point du couple de diffusion il y a transport 
d'atomes A et B. 

Soit h Ie nombre d'atomes A traversant l'unite de 
surface perpendiculaire a Ia direction de diffusion 
pendant l'unite de temps, J B Ie nombre d'atomes B, 
dans Ies memes conditions. En general 

JA + JB # o. 
n en resuIte, S1 l'on veut que Ie nombre de sites par 
unite de volume soit constant, une deformation locale 
et un phenomene de translation. 

a) Phenomene de translation • 
. 

x 

La surface S situee a l'abscisse x voit passer pendant 
Ie temps dt: 

dn = JA.S dt + JB S dt atomes . 

Elle devra donc se deplacer pendant ce meme temps 
de: 

t 

dx = V dt = dn = _ J A + J B dt . 
n.S n 

La vitesse de deplacement sera done en tout point: 

_ V = JA + J B 

n 
(1) 

b) Deformation. - Soit un volume Q= ex' - x).S. 

Vex) vex' ) 

r--+t .. 
"I 

I I 
I I 

x I. x' I 

I 
t + dt I 

I 
I 
I 

, dl 

Le nombre total d'atomes a l'interieur du volume Q 
varie pendant Ie temps dt de Ia quantite 

dn = (JAeX') - JAex) + JBex') - JBex)) S dt . 

La distance I = x' - x varie donc de dl = dn/nS 

dl1= 1:. (J AeX') - J AeX) + JB(x') - iBeX)) dt. 
n 

Faisons tendre x' vers x avec x' - x = I = dx : 

1 a 
dl = - -a (JA + JB)·l.dt. 

n x 

D'ou la vitesse de deformation: 

1 dl av 
1 dt = ax' (2) 

1.2 BILAN DES FLUX. - Considerons un element de 
volume S dx a l'instant t. II contient nNAet) S dx 
atomes A. 

A l'instant t + dt la concentration NA a vade: 

N ~ = N A + a~ A L dt 

et l'element de volume s'est deforme, pour donner: 

av 
dx' = dx + ax dx dt . 

Le nombre total d'atomes qu'il contient maintenant 
est done: 

L'accroissement positif ou negatif du nombre 
d'atomes de l'espece A, SNA, comprend deux termes : 

10 Le terme nS a~A ] x dx dt du a l'evolution de la 

concentration. 

20 Le terme nSN A :; dx dt du a la dilatation. 

D'apres la definition du flux de diffusion JA, cet 
accroissement doit etre egal a : 

aJA 
- ax S dx dt. 

Donc: 

aN A] + N av = _ 1:. aJ A . (3) 
at x A ax n ax 

Mais ce bilan ne tient pas compte du deplacement 
de l'element de volume par rapport aux extremites du 
couple de diffusion: l'abscisse x choisie est celIe du 
referentiel cristallin. Dans Ie referentiel du Iaboratoire 
nous avons l'abscisse X : 

dX = dx + Vdt 



RESOLUTION DES EQUATIONS DE L'EFFET KIRKENDALL 295 

d'ou 

aNA] = aNA] _ v aNA 
at x at x ax . 

De la relation (3) nous deduisons alors : 

_ aNA] =.! aJ A + a(NA V) 
at x n ax ax 

et en tenant compte de (1) : 

aNA] = _! [aJA _ a((JA + JB)NA)] 
at x n ax ax 

ou 

(4) 

Jusqu'a present nous n'avons emis aucune hypo­
these physique sur Ie « moteur » de Ja diffusion. 

Nous allons maintenant introduire Jes lois de Pick. 

1.3 LOI D E PICK. - Si la diffusion se fait en l'ab­
sence de forces exterieures (champ electrique, gradient 
de temperature, .. . ), les flux JA et JB sont proportion­
nels aux gradients de concentration 

aNA aNB . 
ax et ax ' 

aNA 
JA = - nDA X 

aN B 
JB = - nDB ax . 

(5) 

L'equation de conservation, improprement appelee 
« deuxieme loi de Pick » devien t alors : 

(6) 

Les coefficients D A et DB sont supposes ne dependre 
que de la concentration NA = 1 - NB • 

Nous voyons l'interet de definir un nouveau coef­
ficient 15 = NA DB + NB DA qui lui aussi ne depend 
que de NA et dont la connaissance suffit a determiner 
Ie profil de concentration. 

Chronologiquement il semble que Ie coefficient 15 
ait ete defini et mesure avant les coefficients D A et DB; 
ce qui amene souvent une confusion dans l'expose de 
la theorie. 

Tout se passe dans Ie referentiel du laboratoire 
comme si ]a diffusion etait gouvernee par ce coeffi­
cient J5 apparent, qui masque la difference de diffusivite 
des deux especes, et interdit l'acces aux coefficients 
intrinseques D A et DB, par une simple mesure de profil 
de concentration. 

1.4 REsoLUTION DES EQUATIONS DE DARKEN. - La 
mesure du profil de concentration NA(X, t) d'un 
couple de diffusion ne permet pas d'acceder aux 
coefficients intrinseques D A et DB' 

Pour y acceder, il faut mesurer en plus la deforma­
tion qui a lieu dans Ie couple pendant la duree du 
recuit, ou Ie deplacement de reperes places initialement 
dans ]a zone de diffusion. 

Nous avons vu [2] que ce deplacement est localement 
lie aux coefficients de diffusion intrinseques par la 
relation: 

(7) 

Cette expression resulte directement de celle de la 
vitesse (§ 1.1 . 2a) : 

v = _ J A + J B = (D _ D ) aN A 
nAB ax' 

Les programmes de calcul numerique que nous 
proposons permettent de resoudre Ie systeme d'eq. (6) 
et (7) dans les deux cas : 

10 On se donne DA et DB pour toute valeur de NA. 
On veut calculer NA(X, t) et X(Xo, t) . 

20 On se donne NA(X) et X(Xo) a un instant t. 
On veut calculer DA et DB' 

1.5 LEs EQUATIONS UTILES AUX CALCULS - II y a 

tout d'abord trois grandeurs qui jouent un rOle pre­
ponderant dans les differentes etapes ; ce sont : 

- la variable reduite A. = X/.Jt car on sait que la 
concentration NA ne depend que de cette variable ; 

- Ie coefficient J5 = NA DB + NB DA , que l'on 
pourrait qualifier de coefficient de diffusion « appa­
rent », et auquel on peut acceder par les mesures de 
]a concentration NA ; 

- la fonction 

qui a la meme dimension que A. (cm.s- 1/2) et qui 
gouverne l'effet Kirkendall. On peut y acceder direc­
tement et sans mesure de concentration pourvu que 
]'on connaisse la deformation du couple en tout point 
a un instant donne. 

Le calcul du coefficient de diffusion chimique 
D[NA(X, t)] se fait point par point par la methode 
de Matano 

D= (8) 

Connaissant 15 on peut revenir a NA(x, t) par la 
methode iterative Matano -1 [1]. 

La fonction F sera determinee a l'aide de la rela­
tion (9) 

ax 
x - x 0 ax 0 = F Ji . (9) 
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Pour Ie ca1cul lllverse, on dispose de l'equation 
differentielle : 

dX =F 
d(.,/i) 

(10) 

que l'on peut resoudre numeriquement par la methode 
du tir ; on dispose egalement de son integrale : 

f). dA 
X 0 = X 1 exp )., A _ F (11) 

qui se ca1cule en deux parties, pour les inter valles 

[- 00,0] et [0, + 00] . 

2. Probleme direct : programme Effet K. - Les 
coefficients intrinseques de chacune des especes, D A 

et DB, sont supposes conn us. 
Ces fonctions pourront etre donnees sous forme de 

tableaux: 

- tableau du coefficient D A, 

- tableau du coefficient DB' 
- tableau des concentrations correspondantes C' , 

ou sous forme de sous-programmes du type Function 
si l'on dispose d'une formule empirique pour la varia­
tion des coefficients avec la concentration: la figure 1 
presente un organigramme sommaire des calculs. 

/ Graph .. 2 \ 
/ CIXI<zlFIXI \ 

/ 

Sciqu<lncCl: MATANO~l 
calcuJcz: IllS tableaux 

D. C. X. czl G 

(1001 points I 

Calcul de F cz l 

rcZ:50lution d<z: I'ciqulltion 

X-F= 0 
I plans dr.z KIRKENDALL) 

IntcZgrll tion dcz Is vitczsscz 
par la mtZthodcz du lir : 
Tablczs dczs dciplaccz:mcznts 

DELTA (I.JI cU. COII,JI 

pour J valeurs dcz E. TT (J I 
czt I val<lurs del Xo ,Xo(I) 

1 

/ 

/ 

Graph .. 1: 1\ 
DA lel . DBle l 

Blel 

Graphes 3.4 . 5 <zt 6: \ 
3-DELTA (I.JI fenclion dcz TT (J I 
4-CO Il.JI .. .. .. 
5-DELTA {!.JJ fonction dcz Xo (J) 

6- TT {J I fonction dcz 

DELTAII.JI·Xolli 

FIG. 1. - Organigramme du calcul des profils de concentration 
et de deplacements a partir des coefficients de diffusion intrinse­

que (effet K). 

2. 1 PREMIERE METHODE - Le programme calcule : 

10 Le profil de concentration C(X), ainsi que Ie 
gradient de concentration G. X designe dans Ie pro­
gramme la variable reduite A, Cia concentration NA 
et G la quantite dN AidA. 

Les tableaux X, C et G comprennent chacun 
1 001 points. 

20 Le deplacement Delta (J, J) et la concentration 
CO(J, J) de 101 reperes places a l'instant zero dans la 
zone de diffusion, a des intervalles egaux (abscisses 
XO(I)), pour 101 durees successives TT(J) (echelle en 
racine carree du temps). 

2.1.1 Calcul du profil de concentration. - Le pro­
gramme Matano -1 a ete ameliore par rapport a la 
version decrite en [I] ; au lieu de maintenir fixe Ie 
tableau des abscisses X et de ca1culer a chaque iteration 
les nouvelles valeurs des concentrations C correspon­
dantes, on fixe cette fois Ie tableau des concentrations 
et l'on fait varier les valeurs de l'abscisse. 

Ce nouveau pro cede elimine l'inconvenient majeur 
de la 1 re version : choix d'un intervalle pour les abscis­
ses ; l'intervalle etant volontairement trop grand (s'il 
est trop petit les conditions aux limites ne sont pas 
respectees), un nombre important de points se trouve 
hors de la zone de diffusion donc ne sert a rien. 

La figure 2 donne un organigramme sommaire de 
la sequence corrigee. Cette nouvelle version n'est pas 
plus couteuse que la precedente, ni en temps de ca1cul, 
ni en encombrement ; en effet, si elle oblige a recalculer 
Ie tableau des abscisses a chaque iteration, elle evite 
d'avoir a reca1culer les va leurs des coefficients de 
diffusion puisque les concentrations ne varient pas. 

I 

\ Donn<iczs : DA' DB' C A / CMIN et CMAX 

I Initialisation dzs tableaux 

I C . D.X 

C .. lcul de la nouVczllcz J 
rcZpartition d<Z.s concentrations E (I I 

~MAXIC_EI< 10-3 oui 
C M.-, X - C MIN 

non 

Rczchczrch<Z. dczla nouvczllcz 

repart i tion Xl corrczspondant 

aux valczurs du tableau C . 

Recherche du numci.ro L de I'abscisse 

I" PiUS voisine dlZ zero IMATANOI 

I 
I Xl = X I 

I 

l Caleul de G J 
Fin de sequcznce 

FIG. 2. - Organigramme du caIcul des profils de concentration 
NA().) it partir du coefficient de diffusion chimique (Matano-1). 

Les resultats de cette premiere sequence sont places 
dans les tableaux: 

- X abscisses (variable reduite), 
- C concentrations, 
- D coefficients de diffusion, 
- G gradients de concentration (variable reduite) . 
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Sur 1 001 points, I'intervalle de concentration etant 
divise en 1 000 intervalles egaux. 

2. 1 .2 Catcut du depiacement des reperes et des con­
centrations correspondantes. - Cette phase comporte : . 

10 Calcul de la quantite 

F = 2 * (D A - DB) * G , 

pour chacun des 1 001 points correspondant au 
tableau des concentrations. 

20 Resolution de I'equation 

X-F=O 

les solutions XK sont les abscisses correspondant a 
l'interface initial (interfaces de Kirkendall). 

Le programme calcule les concentrations corres­
pondantes CK . 

30 Calcul du deplacement de 101 reperes places a 
l'instant zero dans un intervalle correspondant a la 
zone de diffusion au temps T. T figure en donnee du 
programme. 

Pour chacun des reperes on resout l'equation diffe­
rentielle du mouvement : 

d(X1) = F d(Jt) 

ou XI designe la position (en cm) du repere a I'instant t. 

La duree Jr est divisee en 1001 intervalles MJt). 
La resolution se fait par la methode du tir ; pour Ie 
k-ieme intervalle de temps la position du repere X h 
est calculee par Ia recurrence : 

On retient au cours des calculs un point sur dix 
c'est-a-dire la position du repere pour 101 valeurs 
successives de J(, et la concentration correspondante 
(Tableaux Delta (J, J), CO(J, J) , correspondant aux 
abscisses initiales XO(l) et aux durees TT(J)). 

2. 1 .3 Entrees-sorties. - II faut foumir au pro­
gramme principal : 

- soit les tableaux D A et DB ainsi que les va leurs 
correspondantes de la concentration C, 

- soit un sous-programme de calcul de ces coeffi­
cients, 

- la duree du recuit de diffusion T, 
- I'intervalle de concentration Cmin ' Cmax (cas des 

couples incrementaux). 

2. 1 .3. 1 Listing. - Le programme ecrit : 

lOa Ia suite de la sequence Matano -1 un tableau 
comprenant 101 points; pour chaque point on peut 
lire l'abscisse X (cm.s- l / 2), la concentration C, Ie 
coefficient de diffusion chimique D, Ie gradient de 
concentration G, et la quantite F = 2(DA - DB).G ; 

20 la resolution de I'equation F = G permet d'ecriTe 
I'abscisse du plan de Kirkendall (en valeur de X/ .. /t), 

ainsi que I'incertitude sur sa determination; la concen­
tration du plan de Kirkendall et I'incertitude sur sa 
determination; enfin sa duree necessaire a un depla­
cement de 100 !.I. en heures ; 

30 Ie calcul du deplacement des plans cristallins 
permet d'ecrire, pour une vingtaine d'entre eux, la 
valeur de leur abscisse et la concentration correspon­
dante en fonction de la racine carree du temps. 

2. 1 .3.2 Sorties graphiques. - Six graphes sont 
traces, permettant de donner une image plus concrete 
du comportement des equations: 

10 Graphe des coefficients de diffusion. 
Les trois coefficients de diffusion D A, DB et jj sont 

portes en fonction de la concentration. 
20 Graphe, concentration, penetration et courbe F. 

Ce graphe permet de determiner la position et la 
concentration du plan de Kirkendall. II superpose Ia 

concentration et la fonction 2(D A - DB) ~~ , la varia-

ble etant reduite (5t) . La position du plan de Matano 

est soulignee par un trait vertical; la droite X = F 
est tracee. Elle n'est en general pas a 450 car Ies 
echelles en F et X ne sont pas les memes. La OU les 
solution (s) de l'equation X = F sont donnees par 
l'intersection de la droite et de la courbe F. 

\ Lo:cluro: do:s donno:o:s , / Tablo:aux 0, Xo o:l X 

Ouro:o: du ro:cuil T 

I 
So:quo:nco: MATANO 

calculo: D ,S ozl G 

I 
Calcul du rapporl OAf DB 

par la formulo: do: HEUMANN 

gen2raliscZIZ 

1 
Calcul do: OA o:l DB 

I 

/ Grapho: OA, OB o:l 0 \ fonclions do: C 

FIG. 3. - Organigramme du calcui des coefficients de diffu­
sion intrinseque it partir des profils de concentration et de 

depiacement. 

30 Graphe du deplacement des reperes avec la 
racine carree du temps. 

Pour une dizaine de reperes, dont l'abscisse initiale 
est ecrite en microns, on trace Ie deplacement X - Xo 
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(ecbelle en cm) en fonction de la racine carree du 
temps (sl/2). 

40 Concentration des reperes au cours du recuit. 
Ce grapbique est egalement porte en fonction de la 

racine carree du temps, pour quelques reperes places 
de part et d'autre du plan de Kirkendall (abscisse 
initiale = 0 . 0). Ce dernier a une concentration 
rigoureusement con stante sauf pour les tres petites 
valeurs de .J t ; en effet il n'est pas possible de calculer 
numeriquement la variable A = xlJt a l'instant zero, 
meme quand X = 0, et il y a une petite imprecision 
sur la position de l'interface de collage. Nous verrons 
que cette imprecision qui est ici purement numerique, 
a egalement une interpretation pbysique ; en effet il 
n'existe pas de repere intiniment petit (un fil de tung­
stene mesure en general 10 a 15 J..L de diametre). n 
peut en resulter une grande imprecision dans Ie 
depouillement des experiences. 

50 Deplacement abscisse finale. 
Pour cinq valeurs successives de la racine carree du 

temps, on trace la courbe Xl - Xo en fonction de Xl· 
Les valeurs de Xl sont discretes et parfois eloignees les 
unes des autres. n en resulte que les grapbes sont 
constitues de petits segments au voisinage du plan 
de Kirkendall, surtout pour les grandes valeurs de Jt. 

Ce reseau de courbes est bomotbetique, comme on 
peut Ie prevoir tbeoriquement [3]. 

De cette propriete on peut tirer une autre methode 
de calcul beaucoup plus precise, sur laquelle nous 
reviendrons au paragrapbe suivant (2.2). 

60 Position des reperes et racine carree du temps. 
En abscisse, on porte, pour cbacun des 101 reperes, 

sa position (meme echeile que Ie graphe precedent). 
En ordonnee on porte la racine carree du temps. 

Ce graphe a pour but de mettre en evidence les 
variations de la distance relative entre reperes voisins. 

2.2 DEUXIEME METHODE. - n s'agit en fait d'une 
variante du programme precedent qui utilise les equa­
tions decrites par ailleurs [3]. Le caIcul du deplacement 
des reperes se fait par la relation 

J
x dX 

X 0 = K exp Xl X _ F(X) 

oil X represente la variable reduite A, et F la fonction : 

L'integration se fait en deux parties; d'abord pour 
X < Xkl avec une constante K_ = X(1), puis pour 
X > Xkn avec une constante K+ = X(N), car l'inte­
grale diverge chaque fois que X = F (plan de Kirken­
dall). Xkl et Xkn sont respectivement la plus petite et 
la plus grande des solutions de l'equation X = F. 
Elles sont en general identiques. 

On obtient ainsi les 1001 valeurs de xolJt corres­
pondant a l'instant t aux 1 001 valeurs de xl.J!. 

Cette methode de caIcul est beaucoup plus precise 
que la precedente au voisin age du plan de Kirkendall 
puisque Ie tableau X comprend 1 001 points au lieu 
de 101 precedemment. 

Eile met en evidence la discontinuite des pentes au 
voisinage du plan de Kirkendall, et permet de tracer 
en perspective la nappe x - Xo fonction des deux 
variables x et Jt, qui comporte une arete de rebrous­
sement [ou une discontinuite selon que Ie plan de 
Kirkendall est unique ou non]. 

2.3 EXEMPLES DE REsULTATS. - Afin d'observer Ie 
comportement des equations, nous avons soumis aux 
calculs un certain nombre de donnees «tbeoriques », 
c'est-a-dire ne correspondant pas a des systemes 
connus experimentalement. 

n est en effet extremement difficile de prevoir la 
forme de la courbe des deplacements de reperes a 
partir des donnees de DA et DB, meme qualitativement. 
Les exemples choisis sont des cas typiques : cas de 
coefficients proportionnels (DA/DB = Cte), cas d'in­
version (DA - DB change de signe), cas de plans 
multiples (I'equation A - F = ° a plusieurs solutions). 
Dans l'etat actuel de nos connaissances, tant theori­
ques qU'experimentales, rien ne permet d'affirmer que 
tel Ie ou telle configuration existe on n'existe pas pour 
un systemc donne; aucune formule tbeorique ni 
empirique n'est donnee a ce jour pour les variations 
des coefficients de diffusion intrinseques avec la concen­
tration ; tres peu de systemes ont ete etudies au point 
de vue de l'effet Kirkendall et en generalles etudes ne 
portent pas sur toute la gamme des concentrations. 
Entin l'imprecision des mesures (porosite, diametre 
des reperes), interdit toute speculation sur Ie sens pro­
bable de variation des coefficients. 

Les caIculs nous permettront toutefois d'eclaircir 
en partie les obstacles experimentaux qui se posent : 
dilatation de l'echantillon et porosite. 

2 .3. 1 Coefficients proportionneis. - La figure 4 
montre la forme choisie pour les coefficients. Le 
rapport DA/DB est egal a 10. Le coefficient de diffusion 
chimique presente un maximum au voisinage de 
NA = 0,6. 

La figure 5 presente Ie profil de concentration et la 
fonction F en fonction de la variable reduite A. La 
solution de l'equation A = F correspond a l'intersec­
tion de la 1 re bissectrice et la courbe F ; ici pour la 
valeur A = - 0,615 X 10- 4 cm.s- 1/2

, ce qui corres­
pond a une concentration voisine de 79,5 % (plan de 
Kirkendall). Nous remarquons que dans ce cas Ie 
maximum de la fonction F (maximum de la vitesse 
dX/dt en valeur absolue), COIncide avec Ie plan de 
Kirkendall. Ce n'est pas l'effet d'un hasard : on peut 
montrer (Annexe I) qu'une condition suffisante pour 
avoir une telle coIncidence est que Ie rapport DAiDB 
soit constant queUe que so it la concentration. 

Malheureusement il n'y a certainement pas prop or­
tionnalite entre les coefficients intrinseques dans Ie cas 



RESOLUTION DES EQUATIONS DE L'EFFET KIRKENDALL 299 

o 
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8 
o 0 chimique 

• 0, 

Y 0, 

Conc:. ntntlOfl ~t 

0,< 0,8 1,0 

FIG. 4. - Coefficients de diffusion intrinseques proportionnels 
et coefficient de diffusion chimique 15 = NA Dn + Nn DA 

correspondant (la concentration N A est portee en abscisse). 

FrG. 4 Ii 9. - Les figures 4 Ii 9 correspondent aux differentes 
sorties graphiques du programme Effet K schematise figure 1. 
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Fro. 5. - Profil de concentration NA(),,) (6chelle de gauche) 
et vitesse reduite F()") (6chelle de droite) correspond ant aux 

coefficients de Ia figure 4. 

general; cela impliquerait en particulier qu'aux extre­
mites de l'intervalle de concentration la loi soit ega­
lement respectee, c'est-a-dire : 

DA*B D A•A 

D B•B DB*A' 

La figure 6 montre Ie reseau de courbes X - X o, 
Jt pour differentes valeurs de l'abscisse initiale Xo. 

Nous voyons que pour la valeur XfL = 0 Ie depla­
cement est toujours proportionnel a y t et que les lois 
empiriques du type : 

ne sont pas respectees sauf lorsque la concentration 
du rep ere est suffisamment voisine de celle du plan de 
Kirkendall (la vitesse varie peu au voisinage de son 
maximum, dans ce cas). 

La figure 7 montre l'evolution de la concentration 
des reperes au cours du recuit. Nous voyons qU'elle 

tend vers la concentration du plan de Kirkendall 
dans tous les cas. 

X - Xo (eml 

10EXP_' 

0,000 ~:"'=--~;:::::::::::::=:::::::;;;;;~~~::::3~~~ ~ ... 2'0,0 
200 ,0 

.0. 041 

.0,081 

_0,163 

0,0 

0,20) 
1(l£XP2 ~) 

0,000 0,661 1,321 1.992 2.fiLJ J ,Xll 

FIG. 6. - Deplacement des reperes X - Xo avec Ia racine 
carree du temps dans Ie cas de Ia figure 4. L'abscisse initiale Xo 
des reperes est notee en microns par interruption de la courbe 
pour les valeurs Xo negatives et en fin de courbe pour Ies vaIeurs 

positives. 
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FIG. 7. - Concentration N A au voisinage des reperes (l'abscisse 
initiale est portee en fin de courbe) en [onction de .ji, dans Ie 

cas de la figure 4. 

La grille de la figure 8 presente pour les 101 reperes 
l'abscisse en fonction de la racine carree du temps. 
Nous voyons que les reperes places a gauche du plan 
de Kirkendall se rapprochent considerablement les 
uns des autres : disparition de plans cristallins. 

De l'autre cote les reperes s'ecartent: apparition 
de plans. 

La deformation au voisinage du plan de Kirkendall 
atteint ici des valeurs de l'ordre de 300 % des Ie debut 
du recuit. Cette remarque confirme Ie mecanisme de 
formation des porosites ; en effet si pour les abscisses 
positives (Xo > 0) la deformation est une dilatation 
(creation de plans), de l'autre cote c'est une contrac­
tion. Les mecanismes de diffusion imposent a deux 
plans cristallins sur trois de disparaitre ; il est probable 
que la cinetique d'elimination des lacunes ne sera pas 
assez rapide pour realiser cet effondrement; d'ou 
l'apparition de porosite du cote du metal qui diffuse 
Ie plus vite au voisinage du plan de Kirkendall . 
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VI 

FIG. 8. - Diagramme des deplacements dans Ie cas de la 
figure 4. La racine carree du temps est portee en abscisse, et la 
position des reperes en ordonnee. La position initiale des 
reperes peut etre lue directement sur I'axe des abscisses (Jr = 0) 

(ecbeUes arbitraires) (101 reperes). 

De l'autre cote il y a une tn!s importante dilatation. 
Le repere place a l'interface du collage va etre soumis 
a des tensions tn!s importantes puisqu 'il est inerte ; il 
pourra eventuellement se rompre ; si ce n 'est pas Ie 
cas l'incertitude sur sa position finale sera egale a 
trois fois son diametre puisque la deformation est de 
300 % (voir schema, § 2.3.4). 

Ceia explique en partie la tres mauvaise precision 
des mesures d'effet Kirkendall dans certains systemes. 

'Enfin sur la figure 9 on peut voir les courbes de 
deplacement en fonction de l'abscisse. Biles presentent 
comme prevu un point anguleux pour I'abscisse du 
plan de Kirkendall. 

Ces courbes sont par ailleurs homothetiques [3]. 

• ..OJ 100 ... .. 
0) ,OJ .... .. 

D 

, f' 
r o 0 c h lmlqu8 

FIG. 10. - Coefficients de diffusion soumis aux calcuJs DA(NA), 

D B(NA) et D(NA). 

FIG. 10 Ii 13. - Les figures 10 Ii 13 sont les resultats d'un 
nouvel essai du programme schematise figure 1. 
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FIG. 11. - Profil NA().) et vitesse rMuite F()') correspondant 
aux coefficients de la figure 10. Cas ou D A(NA) - DB(NB) 

change de signe. 

Les figures 12 et 13 montrent les deplacements 
resultants. 

1i,II , ~. ..... x-x (t-m.) 
n,. flO.... 10EXP-2 

~. 203 

- D,S - 0,3 -0,' 0.' 0,' 0,5 

FIG. 9. - Profils de deplacements X - Xo(X) correspondant 
au cas de la figure 4, pour des durees de reeuit variables. 

2.3 .2 Cas d'inversion. - Les figures 10 et 11 mon­
trent un cas ou D A < DB dans I'intervalle de concen­
tration compris entre 15 % et 78 %. Le coefficient D 
accuse une legere inflexion et varie peu au milieu de 
I 'in tervalle. 

La courbe NA(J...) a une forme tout a fait reguliere ; 
mais la fonction F presente trois extrema et change 
deux fois de signe, 

0, 558 

D, lt24 

0 , 290 

-0,012 0, 108 0,2a8 

1,01 ...... .. 
•• 02_ . .... .. 
a,Ol'h . .... . 

I".a~ ~ . .... . 
2','5_ • • 

x (em) 
IOEX?-l 

FIG. 12. - Profils de deplacements (X - Xo) (X) pour cinq 
durees de diffusion. 

II existe toujours a un instant donne dans Ia zone 
deux reperes dont Ie deplacement global est nul 
(X - Xo = 0). 

II existe egalement a tout instant deux reperes dont 
Ia vitesse de deplacement est nulle (F = 0). 
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/1/ ' 

x 
Fro, 13. - Diagramrne des depiacements (memes remarques 
que pour la Fig. 8) avec les coefficients de la figure 10. L'ecbelle 
des abscisses n'est pas ici arbitraire ; el1e correspond exactement 
11 celie de la figure 12, L'echelle en J"i correspond 11 la duree 

maximale (25 h 05) portee sur ia figure 12. 

Un cas d 'inversion a Me observe experimentalement 
dans Ie systeme UZr [4], [5] . 

2.3.3 Cas de plans multiples. - La solution de 
I'equation A - F = 0 n'est pas necessairement unique, 
bien que ce cas n'ait jamais ete observe experimen­
talement (Fig. 14, 15, 16, 17). 

Les coefficients intrinseques choisis sont symetriques 
par rapport a la concentration NA = 0,5 (Fig. 14). 

D 

FIG. 1411 17. - Les figures 14 il17 correspondent il un troisieme 
essai du programme schematise figure 1, c'est pourquoi les 
graphiques sont e1abores sous la meme forme: Cas des plans 

de Kirkendall multiples. DA(NA) = DB(1 - NA). 
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FIG. 15. - Profil de concentration NA().) et vitesse rMuite F()'). 
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FIG. 16. - Profils de deplacement pour cinq durees de diffusion. 

FIG. 17, - Diagramme des deplacements J/(X). 

Erratum: Ce qui est blanc est en realite noir, s'il n'y avait pas 
de phenomene de solarisation 11 la reproduction. 

La fonction F coupe trois fois la 1 re bissectrice, 
pour des concentrations correspondantes egales a 
(Fig. 15) : 

1° 93 % pour Akl = - 4,24 X 10- 4 cm.s- 1/ 2 

2° 50 % pour Ak2 = 0 

3° 7 % pour Ak3 = + 4,24 X 10- 4 cm.s- 1/ 2 . 

La figure 16 montre les courbes de deplacement pour 
des durees de 1,4,9, 16 et 25 h. 

Les courbes sont homothetiques. Ce sont en outre 
des segments de droite (X - Xo = X, c'est-a-dire 
Xo = 0) lorsque X est compris entre 

Akl.Ji et Ak3 Jt . 
Le graphe deplacement-abscisse initiale Xo mettrait 

en evidence une discontinuite. 
La figure 17 met en evidence les trois plans de 

Kirkendall. Dans sa partie centrale, Ia moitie de la 
zone de diffusion est «recristallisee» c'est-a-dire 
constituee par des plans cristallins crees dans Ie 
transport de matiere qui accompagne l'effet Kirken­
daIl (zone claire de la figure 15). 

II faut s'attendre dans un tel cas a une porosite 
tres importante a chacune des extremites de la zone 
de diffusion (parties sombres de la figure 17). 
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2 .3.4 Systeme Fe-Pd. - J. P. Gomez [6] a mesure 
un certain nombre de va leurs des coefficients DFe et 
Dpd dans Ie systeme fer-palladium, a 1 100 oC, par la 
methode des couples incrementaux. 

La figure 18 montre Ie lissage que nous avons realise 
(hyperboles) sur ces deux fonctions dans I'intervalle 
30 %-100 % at Fe. 

o 

0 , 30 O, 4!! 0, 58 G/ 12 

• 5 ch l ml que 

v 0", & D"" 

o,a& 

c nc enlralto r: a t 
;:.:,. 

FIG. 18. - Coefficients de diffusion obtenus it partir d'un couple 
Fe pur/alliage Pd-Fe it 30 % atomiques de fer. 

La figure 19, presentant la fonction F, permet de 
prevoir pour un couple 30 %-100 % Fe un plan de 
Kirkendall unique a la concentration de 58 %, Ie 
deplacement de ce plan apres un recuit de 139 h etant 
de 33 11. 
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FIG. 19. - Profil de concentration et vitesse reciuite F(l1). 

Les valeurs experimentales mesurees par Gomez 
sont respectivement 58,1 % ± 0,2 % et 35 J.l ± 5 J.l. 

La figure 20 met en evidence une dilatation de 

0, 05 0, 2'5 0 ,45 

' ,iO ..... . 
11."" ..... .. n.I''' ..... .. 
" , J3 ~ . ~c .. 

I • • " ~ ...... 

0, 65 O, BS 

FIG. 20. - Profils de deplacement pour cinq durees de diffusion. 

FIG. 21. - Diagramme des deplacements des plans cristallins 
en fonction de leur abscisse initial et du temps de recuit. 

l'ordre de 100 % du cote du fer pur, et de 50 % du 
cote de l'alliage Pd-Fe 30 %. 

Le diametre des reperes utilises par Gomez est 15 J.l 
(fils de tungstene). Nous supposerons que les reperes 
sont places du cote de l'alliage Fe-Pd lors du collage 
du couple, qui est effectue sous pression. 

t:139h 

t:O 

(a) (b) (c) (d) 

FIG. 22. 

La figure 22a montre quelle deformation devrait 
subir Ie fil de tungstene au cours du recuit de diffusion 
pour que la contiuuite des deplacements so it respectee. 
Le tungstene etant un metal refractaire et assez fragile, 
ou bien il ne se deforme pas et Ie deplacement est un 
intermediaire entre les cas (22b) et (22c), ou bien il y 
a fragmentation du fil (22d). Le cas (22d) a Me observe 
dans un couple de diffusion par Gomez (Fig. 23). 

Lorsqu'il n 'y a pas fragmentation l'experimentateur 
ne peut pas affirmer s'il est dans Ie cas (22b) ou (22c). 
Cela peut expliquer la dispersion, si souvent observee, 
mais pas toujours publiee, dans Ie depiacement des 
reperes (fils de tungstene non alignes) . 

3. Probleme inverse: programme « Kirkendall ». -
Les donnees sont sous forme de trois tableaux: 

- un tableau d'abscisses X, 
- un tableau de concentrations C experimentales 

correspondant aux abscisses X, 
- un tableau de deplacements note Xo ; les depIa­

cements sont ceux mesures par la technique du mille-
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FIG. 23. - Observation par microanalyse X de la zone de diffusion d'un couple Fe-Pd 30 % Fe recuit 
11 1 100 °C 139 h : a) image electronique, b) image X du W, c) image du palladium, d) image X du fer. 

feuilles et correspondent aux abscisses X ou Ia concen­
tration C a ete mesuree. 

Les deux etapes essentielles du calcul sont : 

10 Exploitation des tableaux C et X (concentration­
penetration) par la methode de Matano. Le resultat 
est un tableau des coefficients de diffusion chimique D 
correspondant aux concentrations experimentales. 

20 Exploitation des donnees X et Xo pour Ie calcul 
du rapport des coefficients intrinseques DA/DB par Ia 
formule de Heumann generalisee, formule (9), para­
graphe 1. 5 et : 

r XdC - C.F Jt 
Cmin 
c . f X dC + (1 - C) F Jt 
Cml n 

30 Resolution de I'equation 

D = C.DB + (l - C) DA 

en chaque point, ou D, C et Ie rapport DA/DB sont 
connus. 

La sortie des resultats (D A, DB, C) se fait sous forme 
graphique. 

Un exemple est donne figure 24 dans Ie cas du sys­
teme Fe-Pd . 
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La figure 3 donne un organigramme sommaire des 
calculs. 

4. Verification de la coherence reciproque des deux 
programmes. - CeUe verification a pour but d'elimi­
ner tous les doutes que l'on pourrait avoir sur la vali­
dite des calculs (erreurs de programmation, validite 
de la formule de Heumann generalisee). 

La methode consiste : a soumeUre au programme 
Effet K un jeu de donnees arbitraires D A, DB, C, et a 
faire perforer, a 1'issue des calculs du profil de concen­
tration et des deplacements, un nouveau jeu de donnees 
pour Ie programme Kirkendall. 

Ce dernier doit restituer, a la precision des calculs 
pres (10- 3) les tonctions D A et DB injectees initialement. 

C'est ce que nous avons fait, en partant des valeurs 
D Fe et D pd lissees a partir des donnees experimentales 
de Gomez. Les donnees soumises sont celles de la 
figure 20 (deplacement-abscisse finale). Le resuItat, 
figure 23, montre que la formule de Heumann genera­
lisee restitue exactement les va leurs de DFe et D pd 

donnees initialement. 

5. Conclusion. - Les equations de Darken donnent 
sans aucun doute une description correcte de l'effet 
Kirkendall dans un couple de diffusion oil il n'appa­
raitrait pas de porosite ; dans la plupart des cas elles 
donnent une bonne approximation si la porosite n'est 
pas exagerement importante. 

Les preuves en sont : 

10 L'analyse de Matano en diffusion chimique est 
confirmee dans tous les systemes presentant un effet 
Kirkendall, avec une bonne precision. Le coefficient 
de diffusion chimique f5 ne dependant que de la concen­
tration a donc une signification physique, indepen­
damment des considerations empiriques Ie liant aux 
proprietes thermodynamiques de I'alliage [7]. 

20 Le plan de Kirkendall se deplace en racine carree 
du temps dans tous les systemes oil I'effet a ete observe. 

30 Une verification de la propriete d'homothetie 
des courbes x - Xo = f(x) a Me etablie dans Ie sys­
teme Ag-Au [8], [3] . 

II nous parait donc opportun que desormais les 
experiences d'effet Kirkendall soient analysees dans 
Ie cadre de cette theorie et par les moyens que nous 
venons d'exposer, avant toute interpretation: facteur 
de correlation, vent de lacunes ... 

Notre methode, autocoherente, permet : 

lOA partir d'une seule experience d'effet Kirkendall 
(un seul temps de recuit a une temperature donnee 
pour un «mille-::euilles » ou un couple avec interaces 
obliques reperes), de determiner les va leurs des coeffi­
cients de diffusion intrinseques dans tout I'intervalle 
de concentration. 

20 A partir de plusieurs experiences effectuees a la 
meme temperature (temps de recuit successifs), d'eva­
luer la precision des mesures et Ja validite des relations 

de Darken, par superposition des courbes de deplace­
ment « reduites» (homothetie des courbes de depla­
cement). 

ANNEXE I 

Si Ie rapport DA/DB = IX est constant, un extremum 
de la fonction 

cOIncide avec Ie plan de Kirkendall. 
En effet, dans tous les cas nous pouvons ecrire : 

( ) 
dNA 

F = 2 IX - 1 DB dA 

et 

so it : 

L'equation de Fick donne alors : 

dNA d ( F ) 
- A aJ: = dA N B F + IX _ 1 

ou 

dNA ( 1 ) dF dN B 
- A dA = N B + IX _ 1 dA + F dA + 

+ F ddA (IX ~ J. 
On posera 

K = _ 1_ = DB 
IX - 1 DA - DB 

il vient : 

dNA dF dK 
(F - A) ciT = (K + N B) dA + F dA ' 

Notons que la quantite K + NB peut s'ecrire : 

Elle ne peut donc jamais etre nulle. 
Si Ie rapport DA/DB est constant, dK/dA = O. 
n vient : 

Au plan de Kirkendall, 

dF 
donc dA = O. 

(A. 1) 

J 
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Inversement, si au plan de Kirkendallia fonction F 
pn:sente un extremum, la quantite K doit aussi en 
presenter un (sauf si F = 0) ; Ie rapport DA/DB est 
donc lui aussi un extremum au plan de Kirkendall. 
Cela n'implique pas qu'il soit constant partout. 

Adda et Philibert [4] montrent que dans ce cas les 
extremums des flux JA et JB cOIncident. 

ANNEXEII 

On designe en theorie des champs par Ie mot « flux» 
(flux traversant une surface (S)) la quantite scalaire : 

ou J j est Ie vecteur du champ qui caracterise Ie 
transport. 

II est traditionnel, en diffusion, de designer par 
« flux» Ie vecteur de transport lui-meme. 

Ce vecteur est defini en tout point du milieu comme 
la quantite : 

ou nj est la « densite » d'atomes (nombre d 'atomes par 
unite de volume) et V j la « vitesse moyenne » d'un 
atome i situe au point considere. 

La confusion est complete dans Ie cas qui nous 
interesse (geometrie unidirectionnelle) OU, par defini­
tion , Ie flux traversant une unite de surface perpendi­
culaire a la direction de diffusion s'ecrit : 

u est Ie vecteur unitaire dans la direction de diffusion 
et Jest la mesure algebrique du vecteur de transport 
sur cet axe. 

Nous nous contenterons de signaler l'extension 
possible des formules au cas general de la diffusion 
dans une geometrie quelconque : 

ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DE LA DIFFUSION ET DE L' EFFET KlRKENDALL 

Tanslation : 

av 1 dl 
Deformation: ax I dt 

. aNA 1 a 
ConservatIon: at = n X (N B J A - N A J B) 

)JA ~ aNA - nDA ax 
Fick: 

JB 
aNB - nDB ax 

Deplacement des reperes (valable seulement en 
geometrie unidirectionnelle). Definition 

dNA X 
F(A) = 2(DA - DB) - avec A = - . 

dA Jt 
Xo etant la position initiale du repere : 

V = ax] = F()") Jt ou ax] = F(A) 
at Xo aJt Xo 

div V = de 
dt 

aNA 1 . 
-:l- = - dlV (Ns J A - NA J s) 

u t It 

ax ] = A - F avec Ao = X 0 , X 0 i= 0 
ax 0 VI Ao Jt 

pour Xo = 0 (Kirkendall), 

ax] X 
A = F(A) et aJt 0 = A = Jt' 
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